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Models matematics en dinamica de poblacions

CARLES BARRIL, SiLviA CUADRADO I JORDI RIPOLL

Resum: La dinamica de poblacions, com el seu nom indica, estudia 1'evolucio6 de la
mida i la composicié de les poblacions. En aquest article presentem un recull dels
principals models matematics que descriuen la dinamica de poblacions biologiques.
Primerament, farem una introducci6é historica a la matéria tot descrivint diferents
problemes en ecologia, demografia i epidemiologia, aixi com les eines i técniques
matematiques emprades. Seguidament, descriurem una nova formulacié en termes
d’equacions amb retard que estableix un marc general rigorés per a la modelitzacio
matematica de la dinamica de poblacions.
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equacions en derivades parcials.
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La biologia matematica és la disciplina que s’encarrega de proporcionar
models i eines matematiques per a entendre processos biologics. En I'actualitat
s’ocupa d’'una gran varietat de temes, pero les primeres interaccions entre
biologia i matematiques van tenir lloc en el context de la dinamica de poblacions,
que és la branca de la biologia matematica que té per objecte I'estudi de
I’evoluci6 de la mida de les poblacions i la seva composici6. Comencarem fent-
ne un breu repas historic (vegeu, per a més informacio, 3, 11, 9, 33, 45, 50]).
Tot i que els models presentats en aquest treball son, en la nostra opinio,
molt representatius de la historia de la dinamica de poblacions, degut al
gran desenvolupament en els ultims anys d’aquesta disciplina, una descripci6
exhaustiva de la matéria aniria més enlla de I'’objectiu d’aquest article.

1 La dinamica de poblacions anterior al segle xx

El que podriem considerar el primer problema en dinamica de poblacions va
ser el proposat per Leonardo de Pisa, més conegut com a Fibonacci, en el seu
llibre Liber abaci, publicat el 1202:
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Un home té una parella de conills en un lloc tancat. Es voldria saber quantes
parelles més s’obtenen de la primera parella, en un any, si la natura d’aquests
conills és tal que engendren una nova parella cada mes i comencen a ser fertils
a partir del segon mes de vida.

Si anomenem u, el nombre de parelles de conills joves i v, el de parelles
adultes, al comencament del mes n, aleshores el problema anterior dona lloc a
les relacions de recurréncia

Un+1 = Un,
vn+1 = un + vn.

Aix0 equival a I'equacié de recurrencia vy,41 = Uy + Uy = Un—1 + Uy, a partir
de la qual Fibonacci va construir la famosa successio que porta el seu nom i
que amb els anys s’ha observat que apareix de manera freqiient a la natura.
Existeix fins i tot una revista cientifica, The Fibonacci Quarterly, que publica
articles relacionats amb aquesta successio.

Tenim, doncs, que el primerissim problema de dinamica de poblacions ja
considerava dues variables independents (discretes): temps i edat.

Després de Fibonacci, la historia de la dinamica de poblacions ha d’esperar
cinc segles perqueé es plantegi un nou problema, tot i que entremig es van fer
grans aportacions a la matematica, com és el desenvolupament modern del
calcul diferencial.

Va ser Leonhard Euler qui el 1748 publica el llibre Introductio in analysin
infinitorum [22], on, al capitol sobre exponencials i logaritmes, inclou exemples
de dinamica de poblacions com el segiient:

Si la poblacié d’una certa regié augmenta anualment en una trentena part i
inicialment hi havia 100 000 habitants, voldriem saber la poblacié després de
100 anys.

Es tracta d’'un exemple d’'una poblacié amb creixement geometric i la resposta
és Pioo = (1 + 2)"°°100 000,

L’any 1760 publica als proceedings de ’Académia de Ciéncies de Berlin el
treball «Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du genre
humain», on es planteja el problema de trobar la distribucié en edats d'una
poblaci6 sota certes hipotesis [23, 24]:

Si anomenem P,, la poblaci6 I'any n i B,, el nombre de naixements I’any n,

Euler va suposar que la poblaci6 creix geometricament, és a dir,

Ppi1 = APy, 1)
i que el quocient entre el nombre de naixements i la poblaci6 és constant:

B, = mP,,. (2)

Notem que aquestes dues hipotesis impliquen que el nombre de naixements
creix geometricament i amb la mateixa taxa:

Bn+1 = ABn (3)
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Denotant per I la proporcié de nounats que encara séon vius I'any k i suposant
que ningu sobreviu més de 100 anys, Euler es planteja si, coneguts By, Py, i i,
podem coneéixer quants individus hi ha a cada grup d’edat. Tenim, fent servir
reiteradament (1) i (3),

APy = P1og = Bigo + L1Bog + L2Bgs + - - - + LigoBo =

= (A9 + A% + A%, + -+ 4+ 1100)Bo.
Dividint per A'%0Py obtenim I'anomenada equacio d’Euler

L b 1100) By

A A2+"'+W FO (4)

Suposant coneguts els naixements i la poblacié en un determinat any, By, Py, i,
per tant, el parametre m = B, /P,, = - - - = By/Py, i conegudes les probabilitats
de supervivencia lg, k > 1, 'equacioé d’Euler ens permet trobar A.

Tenint en compte que durant I'any n el nombre d’individus nascuts
I'any n — k que encara son vius és

l
lan—k = )\7,;(3”’
la proporcié d’individus d’edat k és

] l l

= L, L I L, L Lo\
Pn Bp(l+3+3+-+3%) Q+3T+3++13%)

Aquesta proporcio és constant i, per tant, la piramide d’edat no canvia amb el
temps i es diu que la poblaci6 és estable.

Tot i que I'equacio (1) va ser proposada per Euler, es coneix com a model de
Malthus en referéncia a Thomas Malthus, qui, I'any 1798, va publicar An Essay
on the Principle of Population [42], que, tot i generar una gran controversia en
el moment de la seva publicacid, va tenir una gran influéncia en les teories
economiques del segle XIX, aixi com en el desenvolupament de la teoria de
I'evolucié. Efectivament, tant Charles Darwin com Alfred Russell Wallace van
afirmar que el llibre de Malthus els havia inspirat per a formular la teoria
de I'evoluci6 per selecci6é natural, la qual, descoberta pels dos cientifics de
manera independent, fou publicada de manera conjunta en un article presentat
a la Linnean Society de Londres [12]. La tesi de Malthus al seu llibre és que la
poblacio creix de manera geometrica (o exponencial), mentre que els recursos
necessaris per a donar suport a la poblaci6 creixen de manera aritmetica, cosa
que dona lloc al que s’ha conegut com a catastrofe malthusiana.

Malthus va considerar una poblaci6 homogeénia (tots els individus son
idéntics) d'una sola especie, aillada o tancada (no hi ha migracions), gran (per tal
de negligir factors estocastics) i en un habitat invariant (la quantitat de recursos
no canvia degut a factors externs ni a la mateixa poblacio). Per formular el



90 Carles Barril, Silvia Cuadrado i Jordi Ripoll

model, denotem per x(t) la mida de la poblacié (mombre total d’individus) a
temps t. Totique x(t) és de fet discreta, com que s’esta suposant una poblacioé
molt gran, es considera x (t) una funcié real de la variable real t. Donat que no
hi ha migracio, la mida de la poblaci6é canvia només degut a naixements i morts
i, per tant, la taxa de canvi en la mida de la poblaci6 sera la fertilitat (taxa per
capita de naixements) menys la mortalitat (taxa per capita de morts). Atés que
s’esta suposant que I’habitat no canvia, aquestes dues taxes no dependran del
temps ni de la poblacié mateixa. Denotant per f la fertilitat i per ¢ la mortalitat
tenim

x'(t) = (B—wx(t), x(0) = xo. (5)

El parametre v := 8 — u és la taxa per capita de creixement (o decreixement)
exponencial i rep el nom de parametre malthusia. En funcié de la poblacio
inicial x¢ > 0, I’evoluci6 de la poblacié ve donada per

x(t) = e"txy, (6)

que és la soluci6 del problema de valor inicial (5). La poblacié s’extingira,
romandra constant o creixera illimitadament depenent de si+ < 0, =0
o v > 0, respectivament. Equivalentment, definint la quantitat R, := %, tenim el
mateix resultat si Rg < 1, Rgp = 1 0 Ry > 1, respectivament. Ry, que és la taxa de
fertilitat per I'esperanca de vida 1/u, dona el nombre esperat de descendents
que té cada individu al llarg de la seva vida; vegeu [4].

Les hipotesis considerades per Malthus sobre la poblacié poden ser valides
per a certes especies en un periode de temps suficientment curt, per a les quals
s’observa efectivament un creixement exponencial. No obstant, la hipotesi que
la taxa de creixement d'una poblaci6 és proporcional a la mida de la poblaci6
(model lineal) és poc realista a escales de temps més grans.

Anys més tard, el 1838, Pierre-Francois Verhulst publica el treball «Notice
sur la loi que la population suit dans son accroissement», on proposa, donant-li
el nom de equacio logistica, el model

x(t)

x’(t)=r<1— X

)x®, x0 = x, @)
on la taxa per capita de creixement de la poblaci6 ja no és constant com en
el model de Malthus, siné que depén de manera decreixent de la poblacio6:
r(x) :=r(1— %) amb r > 0. En efecte, v és el valor maxim de la funci6 r(x),
que s’anulla per a x = K i es fa negativa quan x > K. Notem que si la poblacio
és petita aleshores la poblaci6 té un creixement exponencial (x’ ~ ¥x), mentre
que quan la poblaci6 té un valor proper a K, practicament no canvia (x’ ~ 0).
La soluci6 de (7) en funci6 de la poblacio inicial és

KXO

x(t) = x0 + (K — xq)e "t’

(8)

d’on podem veure que per a una poblacio inicial xo > 0, la poblaci6é s’acosta
a K quan el temps t tendeix a infinit. K equival a la capacitat de carrega de
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la poblaci6 perque representa la mida maxima sostenible de la poblaci6. Aixi
doncs, el model logistic! prediu, si la poblaci6 inicial és petita, creixement
exponencial seguit d’'un decreixement en la taxa de creixement quan el temps
avanca de manera que la poblaci6 s’acosta al limit K.

2 La dinamica de poblacions del segle xx

El treball de Verhulst va inspirar molts dels investigadors que desenvoluparien
la dinamica de poblacions de comencaments del segle xx. Un d’ells va ser el
matematic italia Vito Volterra, a qui el seu futur gendre i bidleg mari Umberto
D’Ancona demana si era possible estudiar matematicament les variacions
poblacionals observades en una poblacié de peixos. D’Ancona (vegeu [10, 1])
tenia dades sobre el percentatge total de captures de condrictis (taurons,
rajades...) sobre el total de peixos capturats durant un periode al voltant de la
Primera Guerra Mundial.

Percentatge de captures de condrictis al port del mar Adriatic Fiume (Rijeka, Croacia)
1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923
11.9% 21.4% 221% 21.2% 364% 273% 16.0% 159% 14.8% 10.7%

D’Ancona va observar 'augment d’aquests depredadors, que en aquell mo-
ment no es consideraven comestibles, durant la guerra i creia que era degut
a la disminuci6 de la pesca en aquest periode. El seu raonament era que, en
pescar menys, hi havia més preses i per aixo el nombre de condrictis augmen-
tava. Sorprenentment, pero, semblava que el nombre de preses, en comptes
d’augmentar, havia disminuit quan es pescava menys. Per tal d’entendre com
aquesta disminuci6 de la pesca podia afectar les poblacions de peixos va de-
manar ajut a Volterra. En resposta a D’Ancona, Volterra publica 'any 1926
el treball «Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali
conviventi» [54].

El mateix model proposat per Volterra va ser analitzat de manera indepen-
dent (en un context diferent) per Alfred Lotka el 1920 a l'article [38]iel 1925 a
la seva obra, publicada primer amb el titol The Elements of Physical Biology [39]
i posteriorment amb el titol Elements of Mathematical Biology [41] i per aix0 es
coneix com a model de Lotka i Volterra. Passem ara a descriure’l.

Denotem per x(t) i y(t) el nombre de preses i depredadors a temps t,
respectivament. Se suposa que, en abséencia de depredadors, les preses experi-
menten un creixement malthusia amb taxa de creixement v > 0, mentre que,
en abseéncia de preses, els depredadors s’extingeixen de manera exponencial
amb taxa de mortalitat u > 0. També se suposa que la dinamica d’aquestes
poblacions vindra donada només per les interaccions entre preses i depreda-
dors, de manera que la supervivéncia dels depredadors depén de la quantitat
de preses i les preses a la vegada tenen només els depredadors com a factor de

1 No és del tot clar, pero sembla que el nom de logistica té a veure amb els logaritmes
(M. Iannelli, comunicaci6é personal). Aixi, per exemple, de x = 1/(1 + e~) obtenim la relacié
inversa t = In(x/(1 — x)).
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control. La taxa de predaci6 s’obté del que s’anomena llei d’accio de masses, que
estableix que el nombre de trobades entre preses i depredadors és proporcional
al producte de les poblacions respectives. Suposant que una fracci6é a de totes
les trobades és efectiva (el depredador mata la presa), el nombre de preses
consumides pels depredadors per unitat de temps és axy. Aix0 s’anomena
resposta funcional de tipus I. El nombre de nous depredadors per unitat de
temps sera xaxy, on « denota la taxa de conversio (habilitat dels depredadors
de convertir les preses en taxa per capita de creixement per al predador). Amb
tots aquests ingredients podem escriure ja el model de Lotka i Volterra

9)

{x’(t) =rx(t) —ax(t)y(t),
' () = —puy(t) + cxax(t)y(t).

Aquest sistema té dos equilibris (0,0) i (45, 5).Six # 0,y = 0es té

!

_ X i r—an =
(u aax)x+(r ay)y 0

0, equivalentment,

%(ln(x“yr) —oxax —ay) =0,

per la qual cosa es té
xHy?
exaxopay
per a qualsevol constant positiva K. Tenim, doncs, que la funcié F(x,y) =
% és una integral primera del sistema, és a dir, les orbites de (9) estan
contingudes als conjunts de nivell de F. Aquestes corbes de nivell sén tancades
al voltant de l'equilibri (£, %) [10, 1] i, per tant, les solucions de (9) son

.. xa’ a
periodiques.

;
o

X

t

FIGURA 1: Simulacions numeriques del retrat de fase i de les solucions
al llarg del temps en un sistema Lotka-Volterra.

Per tal de comparar les solucions del seu model amb les dades de D’Ancona,
Volterra calcula X i y, les mitjanes en un periode T, de les poblacions de preses
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i depredadors, respectivament, i demostra que

.1 (T u .1 (T r

Es a dir, les mitjanes del nombre de preses i del nombre de depredadors en un
periode son independents de les condicions inicials i iguals a les poblacions en
equilibri.

Volterra considera els efectes de la pesca, afegint a les equacions (9) un
terme per a modelitzar les captures, que suposa proporcionals a les poblacions
respectives i amb la mateixa intensitat per a totes dues:

(10)

{x’(t) =rx(t) —ax(t)y(t) — ex(t),
Y (t) = —py(t) + xax(t)y(t) — ey (t).

Per aquest sistema, les mitjanes son X = &£, 9 = =£ ]a qual cosa explica

les dades de D’Ancona: un decreixement moderat de la pesca (reducci6 de &)
augmenta en mitjana el nombre de depredadors, mentre que disminueix el
nombre de preses.

Com comentavem anteriorment, Alfred Lotka va arribar a les mateixes
conclusions que Volterra, pensant en reaccions quimiques i en una poblacio
de plantes i herbivors. Pero abans d’interessar-se per aixo, Lotka havia fet
contribucions molt importants en altres aspectes de la dinamica de poblacions,
en particular en demografia. Els anys 1907 i 1911 publica els treballs [37]
i [47] (el segon conjuntament amb F. R. Sharpe), on estudia la dinamica de
poblacions estructurades per I'’edat. Desconeixedor dels treballs d’Euler sobre
aquest tema, Lotka proposa el mateix model pero considerant el temps i ’edat
com a variables continues (vegeu també [35, 32, 52]).

Considerant una poblacié de femelles (de fet, al seu article, Sharpe i Lotka
consideren una poblacio de mascles), denotem per B(t) la taxa de naixements a
temps t, és a dir, el nombre total de naixements per unitat de temps, per F(a)
la probabilitat de sobreviure fins a edat a > 0, i per (a) la taxa de fertilitat de
les femelles d’edat a (nombre mitja de filles per unitat de temps i per femella
en l'interval infinitesimal [a, a + da]).

Aleshores, ja que les femelles d’edat a a temps t han nascut a temps t — a,
tenim que el nombre de femelles nascudes entre el tempst—ait—a+da
que encara son vives a temps t és B(t — a) F (a) da. Aquestes femelles tenen
B(a)B(t—a)F (a) da filles per unitat de temps i obtenim I'’equaci6 de renovacio
(o de Volterra) segiient:

t
B(t)=L) B(a)B(t —a)F(a)da + F(t), t=0, (11)

on el primer terme de la dreta ens dona el nombre de naixements de filles
de femelles nascudes en l'interval de temps [0,t] i el segon terme F(t) son
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els naixements deguts a les femelles ja presents a la poblacio a temps t = 0.
L’equacio integral (11) és equivalent a

B(t) = J: B(a)B(t —a)F(a)da, t=0, (12)

si suposem una historia de naixements coneguda B(0) = ¢(0), 0 < 0. Noti’s
que I'edat maxima dels individus d'una poblacié es pot suposar finita o po-
tencialment infinita. Buscant una solucié exponencial, B(t) = bel, b > 0,
d’aquesta equaci6 integral, Lotka obté I’'anomenada equacio caracteristica de
Lotka

1= Joo B(a)e *F(a)da, (13)
0

que és la versié continua de I'’equaci6é d’Euler (4).

Per a A real, el costat dret de (13) és una funci6 decreixent de A que tendeix
a+o quan A — —o ia 0 quan A — +oo. Per tant, hi ha un tnic valor real A*
que satisfa (13) que, a més, sera positiu si i només si

Rp := Jo Bla)F(a)da > 1.

Aquesta quantitat és el famo6s nimero reproductiu basic (la notacié va ser
introduida per Dublin i Lotka el 1925, [21]) i s'interpreta com el nombre esperat
de filles que té cada individu de la poblaci6 al llarg de la seva vida.
Sharpe i Lotka [47] van enunciar que el nombre de naixements per unitat de
temps satisfa
B(t) ~ beM't

quan t — +oc0 amb b una constant positiva.

Aix0 va ser demostrat de manera rigorosa per W. Feller el 1941 [25] i es
coneix com a teorema fonamental de la demografia.

Tenint en compte que la poblacio6 total a temps t és

P(t) - f: B(t - a)F(a) da,

tenim que l'estructura en edat de la poblaci6 (distribucié normalitzada d’edats)
ve donada per

B(t —a)F(a)
P(t)
que tendeix a
e—A*aj:(a)

o e MaF(a)da

que no depén del temps (ni de la distribucié6 inicial de la poblacid) i, per tant,
es té, com en el cas discret d’Euler, el que Lotka anomena poblacio estable: 1a
piramide d’edats manté la mateixa forma al llarg del temps, pero la poblaci6o
total creix o decreix exponencialment.
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Una manera alternativa de formular aquest model va ser proposada per
A. G. McKendrick el 1926 [44] i més tard per H. von Foerster [55] i va donar
lloc a 'anomenada equacio de McKendrick-von Foerster, que va ser la primera
equaci6 en derivades parcials de la dinamica de poblacions estructurades.

Denotant per n(a, t) la densitat d’'individus d’edat a a temps t i per u(a) la
taxa per capita de mortalitat a edat a tenim

na + At,t + At) —n(a,t) = —u(a)n(a,t)At, (14)

és a dir, els individus d’edat a a temps t tindran edat a + At quan ha passat
un temps At i I'"inic canvi en el nombre d’individus vindra donat pels que han
mort durant l'interval (t,t + At). Dividint (14) per At i fent el limit At — 0
suposant que n és diferenciable respecte a a i t obtenim

ni(a,t) + na(a,t) = —p@mn(a,b). (15)
McKendrick va especificar que (per a t > a)
n(a,t) = n(0,t — a)e I ns)ds,

pero no va definir cap condicié inicial ni cap condici6 de frontera. Per a descriu-
re el model complet, denotant per (a) la taxa de fertilitat a edat a, tenim que
els naixements venen donats per la condicié de frontera (no local) a edat zero

B(t) =n(0,t) = L:o Bla)n(a,t)da. (16)

Si denotem per ng(a) la distribucié inicial de la poblacio, tenim que el model
complet sera

ne(a,t) + ng(a,t) = —u(ayn(a,t),
n(0,t) = JOOO Bla)n(a,t)da, 17)

n(a,0) = np(a).

Per veure I’equivaléncia entre els models de McKendrick-von Foerster i Sharpe-
Lotka resolem (17) pel métode de les caracteristiques i obtenim

n(0,t —a)e o usds g <t
n(a,t) = e Vd
n(a—t,0)e lathslds g > ¢

Substituint aquesta expressio a la condicié de frontera (16) escrivim

n(0, 1) = j: Blayn(a.t)da -
t
= JO Ba)n(0,t —a)e i H & gq 1 (18)

+ J Bla)yn(a —t,0)e latn)ds g
t
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Definint F(a) := e~ #(9)ds { fent un canvi de variable al segon sumand, es pot
escriure (18) com

Fla+t)

t oo
n(0,t) = Jo Bla)yn(0,t —a)F(a)da + Jo B(a +t)n(a,0) F(a)

da,
que és I'’equaci6 de renovacio6 (11) amb n(0,t) = B(t).

Des del punt de vista biologic, el model lineal (17) suposa que les taxes
vitals B i u sén parametres intrinsecs del sistema i no tenen en compte la com-
peténcia entre els individus pels recursos, que son limitats. Aquesta limitaci6
va ser considerada per Gurtin i MacCamy el 1974 a [28], on van introduir taxes
vitals dependents, a part de I’edat, de la mateixa poblacio6. Igual que en el cas
de I'equacio logistica (7), aix0 dona lloc a un model no lineal que permet que el
creixement de la poblaci6 sigui autoregulat per la mateixa poblacio:

ne(a,t) + ng(a,t) = —u(a,P(t))n(a,t), P(t)= Jj n(a,t)da,
n(o,t) = J:B(a,P(t))n(a,t)da, (19)
n(a,0) = ng(a).

En aquest model, la influéncia de les condicions ambientals en els individus
de la poblacié es resumeix en una sola quantitat, que és la poblaci6 total.
Altres autors, com per exemple M. Iannelli el 1995 (vegeu [34]), han considerat
aquest mateix model pero per a edat maxima finita i suposant que la influéncia
ambiental ve donada per una collecci6 finita de mides de la poblacié amb un
pes, és a dir, S(t) = f0°° yila)n(a,t)da,peri=1,...,m.

Una gran varietat de models no lineals amb dependéncia en edat van apa-
reixer posteriorment. Podriem dir que la teoria de la dinamica de poblacions
estructurades per 'edat va quedar molt ben recollida per G. F. Webb a les
referéncies [57, 56]. Webb estudia un model no lineal molt general per a la
densitat respecte de 'edat a de m tipus o grups d’individus:

Dii(a,t) = Gi(-,t))(a),
1(0,t) = B(nri(-,t)), (20)
#(a,0) = 7ig(a),

¢Plath,t+h)—¢(a,t)

on D¢(a,t) := limy_o-+ és la «derivada direccional» en la di-
reccio del vector (1,1) de la densitat vectorial de poblacié a temps t > 0,
#i(-,t) pertany a I’espai de Banach X := L1((0, «0); R™) equipat amb la norma
lpll = >, f(;” |¢pi(a)| da. En el sistema (20), per una banda hi tenim I'ope-
rador G: X — X, que s’anomena funcio d’envelliment i pot incloure termes
relacionats amb la mortalitat i amb les transicions entre tipus o grups d’indivi-
dus, i per I'altra banda, hi tenim I'operador B: X — R™, que s’anomena funcio
de naixements i dona el nombre de nounats de cada tipus per unitat de temps.

Per acabar aquesta exposici6 historica, volem destacar que no gaire lluny
d’aquests models ecologics hi ha tota una classe de models en dinamica de
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poblacions que constituixen el que s’anomena epidemiologia matematica. Els
primers treballs que es coneixen en aquest camp son els de Daniel Bernoulli so-
bre la inoculacio6 de la verola [7] (gairebé quaranta anys abans del descobriment
de les vacunes, atribuit a Edward Jenner, 1798) i els de Ronald Ross sobre la
malaria [46]. Ross va ser un dels primers de formular un model compartimental,
donat que considerava una poblacié de mosquits i una d’humans, i també va
ser un dels primers de parlar d’'un llindar de I'’epidémia que més endavant
s’anomena numero reproductiu basic (mombre esperat d’infeccions produides
per un individu tipic de la poblacio6 a I'inici de ’epidémia) i que és I’equivalent
del namero R definit anteriorment en el context ecologic.

Hi ha una classe de models epidémics que també consideren I'’edat pero
en el sentit del temps transcorregut des del moment en qué un individu
contrau una malaltia infecciosa (edat de la infeccio). L’article de W. O. Kermack
i A. G. McKendrick del 1927 [36] ha esdevingut un classic de ’epidemiologia
matematica que ha estat citat una infinitat de vegades. Per tal de fer justicia,
cal destacar que aquest article es coneix principalment pel famo6s model SIR
(sistema simplificat d’EDOs), pero que, en realitat, estudia un model més general
tenint en compte 1'edat de la infeccio.

El model classic de Kermack-McKendrick descriu I’evoluci6 del brot epide-
mic d'una malaltia infecciosa on els naixements i les morts per causes naturals
son negligits i, per tant, la mida de la poblaci6é es manté constant. La pobla-
ci6 es divideix en tres grups: individus susceptibles (d’adquirir la malaltia),
densitat d’individus infectats respecte de I'’edat d’infecci6 (poden transmetre
la malaltia), i individus recuperats (els que han superat la malaltia i ara s6n
immunes permanentment, per exemple) i evoluciona segons:

fS’(t) = - JOTT B(r)i(r,t)dt - S(t),

i (T,t) +ic(T,t) + y(T)i(T,t) =0,

Ty (21)
i(0,t) = Jo B(T)i(T,t)dT - S(t),

Tt
R(t) = JO y(T)i(T, t) dT,

amb condicions inicials S(0) = Sp, i(6,0) = ip(6), R(0) = Rg,ion T € [0, T+]
és I'edat de la infeccio, B(T) és la taxa de transmissié de la malaltiai y(T) és la
taxa de recuperacio, vegeu [36, 34]. En el cas que les taxes 8, y siguin constants,
llavors, integrant respecte a I’edat de la infecci6 I’equacié en derivades parcials
a (21), obtenim el famoés sistema d’equacions diferencials ordinaries SIR:

S'(t) = =BI®)S(8), I'(t) =BIE)S(t) —yI(D), R'(t)=yI(),

amb I(t) = f, " i(T,t) dT (nombre total d’infectats a temps t).

Fins aqui hem exposat el desenvolupament historic de la dinamica de po-
blacions aprofundint especialment en les poblacions estructurades per I'edat,
ja que podriem dir que tot model de dinamica de poblacions considera impli-
citament I'edat dels individus, donat que I’edat no és res més que el temps
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transcorregut des del moment del naixement dels individus. En resum, la
cronologia de la teoria de les poblacions estructurades per ’edat comenca
essencialment amb Euler [23], passant per Lotka [37, 47, 40], Feller [25], McKen-
drick [44], von Foerster [55], Gurtin i MacCamy [28], i conclou substancialment
amb Webb [56, 57].

Paradoxalment, I’edat és una variable massa senzilla per a descriure amb
detall els processos fisiologics de les poblacions. Aixo fa que, depenent del
tipus de problema biologic que vulguem analitzar pot ser convenient classificar
els individus segons alguna mesura biomeétrica, en comptes (0 a més) de I'edat,
per exemple estructurar la poblacié per la mida en poblacions cellulars. Els
primers que van considerar poblacions estructurades fisiologicament van ser
Fredrickson et al. [51, 26, 27], Bell et al. [6, 5, 2] i Sinko i Streifer [48, 49];
vegeu [29] per a més detalls. El model més senzill d’'una poblacio estructurada
per la mida dels individus va ser analitzat per Van Sickle a [53]. Aquest model,
que és un cas particular dels models introduits pels grups d’investigadors
citats anteriorment, suposa que els nounats tenen tots una mida ¢ > 0 i que
la densitat respecte de la mida x > ¢ a temps t, n(x,t) evoluciona segons
(vegeu [43] per a la deducci6 del model):

ne(x,t) + (gx)n(x,t))x = —ux)n(x,t),
gemen = p | Beoneendx, 22)
n(x,0) = no(x),

on g(x) > 0 és la taxa per capita de creixement individual, és a dir, x'(t) =
g(x(t)), u(x) ésla taxa per capita de mortalitat a mida x, S(x) és la taxa per
capita de fertilitat a mida x, i p és la probabilitat dels nounats de sobreviure
durant el nursery stage. Vegeu Heijmans i Metz [31] per a una millora d’aquest
model lineal.

En la propera secci6 es veura com tots aquests models estructurats per
I’edat o per una variable fisiologica més general, que fins ara han estat descrits
en termes de taxes instantanies de canvi i, per tant, amb equacions diferencials,
es poden descriure amb una nova formulacié desenvolupada per O. Diekmann,
M. Gyllenberg i J. Metz, i H. Thieme i altres collaboradors (1986-actualitat), que
estén i generalitza la ja famosa equaci6 de Volterra (12) afegint-hi un recurs
dinamic que és consumit pels individus de la poblaci6. Aquesta teoria va ser
iniciada amb el llibre [43] i desenvolupada posteriorment als treballs [17, 14,
15, 13]1i[20, 19, 16], entre d’altres.

3 Formulacio de la dinamica de poblacions usant equacions
amb retard

Per a estudiar la dinamica d'una poblacié des d'un punt de vista mecanicista cal
considerar el comportament dels seus individus. Un individu particular actuara
d’'una manera o altra en funcié de les seves caracteristiques i de I’ambient en el
qual viu. Es oportu, per tant, estructurar la poblacio de forma que s’agrupin els
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individus que son analegs. En aquest sentit, cada individu esta dotat d’un estat
individual (també anomenat estat-i) i es consideren equivalents els individus que
comparteixen el mateix estat. L’estat-i és la variable d’estructura de la poblacio
i pot fer referéncia tant a variables internes de l'individu (com I'edat, la mida, el
fenotip, I'estat d’alerta o el que sigui que ens interessi) com a variables externes
(com la posicié en un habitat donat). Al seu torn, es defineix I'estat poblacional
(també anomenat estat-p) com la densitat poblacional respecte de ’estat-i dels
seus individus.

Classicament la dinamica de poblacions, com hem vist a les seccions an-
teriors, ha considerat I'estat-p com la variable dependent del problema. La
formulaci6 amb retard es diferencia en aquest punt perqué, en lloc de conside-
rar 'estat-p, utilitza la historia dels naixements. Aquesta variable descriu com
han estat els naixements en el passat, i en concret es pot utilitzar per a saber
quants individus d’estat individual x estaven naixent T unitats de temps en
el passat. En particular, si coneixem la historia de naixements i com son les
trajectories de cada individu per I'espai d’estats-i des del moment en que neix
fins al present, aleshores podem recuperar la densitat poblacional al present,
és a dir, I'estat-p.

Com hem dit, per a saber com varia I’estat-i d’'un individu en un instant no
n’hi ha prou de conéixer I'estat-i de I'individu en aquell instant. A part d’aques-
ta variable també cal saber quina és la condicio ambiental en aquell instant.
Remarquem que n’hi ha prou amb la condicio ambiental instantania i que no
cal conéixer com era ’ambient en el passat. Aix0 és aixi perque 'efecte que ha
tingut I'ambient del passat en I'individu esta contingut implicitament en el seu
estat-i actual. Notem també que la condicio ambiental és una variable global en
el sentit que és la mateixa per a tots els individus. Es ’efecte que té "ambient
sobre els diferents subjectes el que pot variar. Per exemple, pot passar que certa
font d’aliment només sigui accessible als individus petits o que els individus
grans no siguin perseguits pels depredadors. L’ambient, pero, és el que és.

Si es coneix la condicio ambiental al llarg del temps, aleshores es pot es-
criure una equaci6é de renovacié o equaci6é de Volterra per a la historia de
naixements. La poblacid, pero, té un impacte sobre I'ambient, ja sigui perque
consumeix recursos o perque contamina, la qual cosa impedeix coneixer, a
priori, com sera I'ambient. La condicio ambiental és, de fet, una variable del
sistema que depén tant de la condicio ambiental en el passat com de la histo-
ria de naixements. Aixi s’arriba a un sistema de dues equacions amb retard
acoblades. L’'objectiu d’aquesta seccid és donar una expressio explicita del
sistema anterior en termes de quatre ingredients fenomenologics. El primer
ingredient conté informaci6 sobre com evoluciona 'estat-i d'un individu a
través de 'espai d’estats individuals, i, per tant, té en compte processos com
el desenvolupament, el creixement, el moviment o la supervivencia. El segon
ingredient inclou tot el que esta relacionat amb la reproducci6 dels individus.
El tercer ingredient descriu I'impacte que té un individu sobre I'ambient mentre
que el quart descriu com varia el medi en abséncia de poblacio. Tots quatre
ingredients s’especificaran formalment quan sigui necessari.
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Dels individus a la poblacio

Comencem introduint Q com el conjunt de tots els estats individuals admis-
sibles. Els elements de QO depenen tant del que s’esta modelitzant com del
nivell de detall del model. Per exemple, si estem interessats en la mida dels
individus, podem optar per un model molt senzill, en quée Q = {petit, gran}
o per un model una mica més ric en el qual es distingeixen els individus en
funcio6 de la seva massa corporal, de manera que Q = R, . Fins i tot es podrien
classificar els individus en funcié de diverses mesures biomeétriques. Per exem-
ple, si volguéssim estudiar una poblacié d’aus, podria ser rellevant distingir els
ocells en funci6é de la mida del bec i de la longitud de les ales. En aquest cas
prendriem Q = R2.

De forma similar, considerem el conjunt de totes les condicions ambientals
admissibles i el denotem amb el simbol Z. De forma més o menys general, es
pot dir que la dinamica d'una poblaci6 esta determinada per dos factors: els
recursos de que disposa i les amenaces a les quals esta exposada. En aquest
sentit, el conjunt de condicions ambientals hauria de reflectir aquesta infor-
macio i obviar altres caracteristiques ambientals supérflues com, per exemple,
la posicié dels planetes al firmament (notem, pero, que aquesta informaci6
seria important si estudiéssim una poblacié d’astronoms i astronomes, o fins
i tot si consideréssim una poblacié d’escarabats piloters, dels quals se sap
que s’orienten amb les estrelles). En el cas que la poblacié només depengui
d’un tipus de recurs, £ pot anar, en funci6 de la simplicitat del model, des d'un
conjunt de dos elements com {poc,molt} a un conjunt continu com R, que
reflecteixi la concentracié del recurs en el medi. Si es tingués en compte la
distribucio6 espacial dels individus, aleshores els elements de F serien funcions
que especificarien la concentracié de recurs en cada posicio.

3.1 Dinamica poblacional donat el medi: teoria lineal

Per tal de plantejar el sistema dinamic comencem suposant que la condicio
ambiental esta donada per a tot temps. Es a dir, considerem una funci6 E: R —
F tal que E(t) denota ’ambient del sistema a I'instant ¢.

Primer ingredient Sigui ug(t,s, &, w) la probabilitat que un individu amb estat
individual € € Q en l'instant s tingui un estat-i contingut a w C Q en
I'instant posterior t sabent que la condiciéo ambiental ve donada per E
entre sit.

Per definici6 es té que ug(s,s, &, w) és 1si &€ € wi0 en cas contrari, la qual
cosa es pot escriure formalment utilitzant la delta de Dirac com ug(s, s, &, w) =
0g(w). Observi’s també que la probabilitat que un individu amb estat indivi-
dual € al'instant s segueixi viu a I'instant posterior t és ug(t,s,&,Q) < 1. A
més a més, com que la dinamica d'un individu només depén del seu estat-i a
I'instant s i de les condicions ambientals entre s i t, es conclou que les equacions
de Chapman-Kolmogorov (vegeu [29]) se satisfan, és a dir, per atot T € (s, t)

up(t,s, &, w) = jQ wp(t, T, 1, ©)ug (T, 5, E, dn). (23)
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Observem que E només cal que estigui definida entre 7 i t al primer factor
de la integral i entre s i T en el segon. D’ara endavant utilitzarem, com a
norma notacional, que el subindex E en una funcié que depén de dues variables
temporals indica que la funcié només esta afectada per la part de E definida
entre aquestes dues variables.

Segon ingredient Sigui B(Z,E, w) el nombre esperat de descendents directes
nascuts en w C Q per unitat de temps que produeix un individu amb
estat individual & € Q) sabent que la condicié ambiental instantania és E.

Combinant els ingredients i ur es pot definir

BL(L, s, E, w) = jQB(n,Em,w)w(t,s,é,dn) (24)

com el nombre esperat de nounats amb estat-i contingut a w C Q que estan
naixent per unitat de temps a l'instant £ i que son descendents directes (fills i
filles només) d'un individu amb estat individual & € Q a l'instant s, sabent que
la condicio ambiental entre s it és la donada per E.

A partir del significat de la funcié [3% és possible construir un sistema
dinamic per a les histories dels naixements. El sistema pren la forma d'una
equaci6 de renovacio, i s’obté observant que els nounats que estan naixent
al present son necessariament descendents directes d’individus nascuts al
passat. Aixi, el nombre esperat de nounats amb estat-i contingut a w C Q que
estan naixent per unitat de temps a l'instant t, magnitud que denotem com
a B(t,w), s’obté «<sumant» els descendents directes de les diferents cohorts
d’edat nascudes al passat. La descripcio anterior s’escriu formalment com

B(t,w) = J: JQ BL(t,t —a,& w)B(t —a,dE)da. (25)

Observem que és possible recuperar la mesura poblacional en un instant t
si es coneix la historia de B fins a I'instant t. Només cal seguir la dinamica
dels individus des del moment en queé neixen fins a I'instant ¢, la qual cosa és
possible si es disposa del primer ingredient del model. En efecte, si denotem
amb m(t, w) la quantitat d’individus que hi ha d’estat-i continguta w C Q a
I'instant t, tenim

m(t,w) = J: JQuE(t,t—a,E,w)B(t—a,dﬁ)da. (26)

3.2 Dinamica poblacional i ambiental: teoria no lineal

Considerem ara que els individus de la poblacié poden alterar la condicio
ambiental, de manera que aquesta deixa de ser independent de la poblacio.
L’efecte concret que tenen els individus sobre I’ambient és un altre ingredient
del model.
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Tercer ingredient Sigui y (&, E) la taxa de canvi que experimenta el medi quan
la condicié ambiental és E degut a les accions d’un individu d’estat indivi-
dual &. Ens referim a la funci6é y com l’alteraci6 ambiental per capita.

«Sumant» I'alteraci6 ambiental que provoca cada individu d'una poblacié obte-
nim la taxa de canvi ambiental degut a la poblaci6 en conjunt. Denotem aquesta
taxa amb la lletra g i ens hi referim com I’alteracié ambiental poblacional. For-
malment, si m és la mesura poblacional i E és la condicié ambiental, I'alteracio
ambiental poblacional ve donada per

g(E,m) = JQym,E)m(dn). 27)

Notem que implicitament estem suposant que cada individu afecta I’ambient
de forma independent. Aixo, pero, no és una restriccié sin6é una conseqiéncia
del fet que la informaci6 que determina el comportament d’un individu esta
continguda a la condicio ambiental. En aquest sentit, si es produeixen interac-
cions directes entre individus diferents (depredacio, cooperacio, aparellament,
etc.), aleshores la condicio ambiental ha de recollir els detalls pertinents de la
distribuci6é poblacional per tal de reflectir aquestes interaccions. De fet, el que
passa en aquestes situacions és que I'ambient efectiu d'un individu no només
conté recursos aliens a la poblacio sin6 també elements de la mateixa poblacio.

A més a més dels canvis ambientals provocats per la poblacio, el medi
també pot manifestar una dinamica intrinseca. Aquest és el darrer ingredient
del model.

Quart ingredient Sigui go(E) la taxa de canvi que experimenta el medi quan
la condicio ambiental és E degut a causes alienes a la poblacio.

Amb aquesta informaci6 és possible donar una equaci6 diferencial per a la con-
dicio ambiental. Si no hi ha cap individu en la poblacié modelitzada, aleshores
I’alteraci6 ambiental poblacional és nulla i 'equacio6 diferencial és simplement

E'(t) = go(E(1)).
En general, si la mesura poblacional esta descrita per una funcié m(t), es té
E'(t) = go(E(t)) + g(E(t), m(t)). (28)

Com hem vist en ’apartat anterior, la mesura poblacional m(t) es pot escriure
en termes de la historia de naixements fins a I'instant ¢ utilitzant 'equaci6 (26).
Per tant, ’equacio6 (28) relaciona la dinamica dels naixements amb la dinamica
ambiental, la qual cosa acobla les equacions (25) i (28). D’aquesta manera s’obté
un sistema no lineal amb retard que involucra una equacié de renovaci6 i
una equaci6 diferencial amb retard. Prenent t > 0i 6 < 0, de manera que ¢ es
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pot pensar com un instant del futur (posterior a 0) i 6 com un instant del
passat (anterior a 0), el problema en qiiestié s’escriu com

. t
B(t,w) = L JQ BL(t,T,& w)B(T,dE)dT,

V@ =goE@)+ |y B | | utt,t-admB(t-a,d5) da, (g
B(8, w) = ¢1(0, w),
£0) = 2(6),

on ¢ i ¢ son les histories inicials de B i E. Observem que com a variables
d’estat estem agafant histories tant de les taxes de naixement com de la condicio
ambiental. Observem també que I'’equaci6 de renovacio per a la funcié B pot
fer que aquesta presenti discontinuitats, mentre que ’equaci6 diferencial amb
retard suggereix que la funci6 E és continua. Per aquests motius prenem com a
espai de fase del sistema dinamic definit per (29) I'espai

L'((=0,0); M(Q)) X C((—=0,0]; F),

on M(Q) denota el conjunt de mesures definides sobre el conjunt Q i recordem
que la condici6é ambiental pren valors al conjunt . Com és habitual en equa-
cions amb retard, una soluci6 (B(t,-),E(t)) de (29) defineix un punt d’aquest
espai d’estats mitjancant B;(0) := B(t + 0, -), E¢+(0) := E(t + 0).

Notem també que si la historia de B fins a l'instant s és donada per ¢, de
manera que B(T,w) := ¢(T,w) per a tot T < s, aleshores (25) es pot reescriure
com

t
B(t,w) = J JQ BL(t,0,& w)B(0,dE)do + F(t,w), (30)

on F(t,w) és la taxa de naixements de nounats amb estat-i contingut a w C Q
que son descendents directes d’individus que a I'instant s ja existien, i. e.,

F(t,w) :=J J BL(t,0,& w)p(o,dE)do =
-0 JQ (31)

0
N J_ JQ BE(t,s —a,& w)P(s — a,dE) da.

En resum, el sistema (29) es pot interpretar com una extensio de I’equacio (25),
que al seu torn és una generalitzacié de ’equaci6 de Volterra (12).

Finalment volem acabar aquesta teoria abstracta de poblacions amb un
exemple illustratiu i, alhora, entenedor. Considerem una poblacié estructurada
per I'edat, de manera que Q = [0, o). Suposem que la condici6é ambiental és un
escalar que representa la concentracié de nutrients, de manera que £ = [0, o).
Per determinar el primer ingredient fem la hipotesi que la taxa de mortalitat
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és una funci6é que depén de ’edat i de la concentracié de nutrients u(a, E). En
simbols tenim que

UE(t, 5, &, w) = e K HET-SET TS, (), (32)

Per al segon ingredient, prenem B(n,E,w) = Bo(n,E) §o(w), la qual cosa
significa que quan la condicié ambiental és E, un individu d’edat n té una taxa
de fertilitat Bo(n, E) ila 8 de Dirac &, apareix de manera natural ja que tots els
individus neixen amb edat zero.

Per al tercer ingredient, suposem que el consum de nutrients per part d’'un
individu és proporcional a la concentracié de nutrients i independent de la
seva edat, de manera que y(n,E) = —cE, ¢ > 0.

Per al quart ingredient, suposem que els nutrients s’estan generant a una
taxa constant v > 0 i que no es degraden de forma natural, de manera que
go(E) = r. Tots aquests ingredients, usant (32), (24) i les formes especials de
les funcions B iy a (29), donen lloc al seglient sistema no lineal amb retard

- t :
B(t,w)=J_ LO Bo(E+t - T E() e” hHOTTEONATB (T, dE) dT o (w),

[E@W=r—c®| || e lamotratondos,  dnpit-a,dz) da,

B(0,w) = ¢1(0, w),
LE(6) = ¢2(0).

(33)
Observem que la primera equacio6 és de la forma B(t, w) = b(t)d¢(w). Consi-
derant que aix0 es dona per a qualsevol temps (cosa raonable ja que tots els
individus neixen amb edat zero), les equacions dinamiques del sistema anterior
esdevenen:

t t
b(t)do(w) = J Bo(t — T,E(t)) e~ HO-TE@N AT )y () dr 5 (),
- (34)
E'(t) =7 — cE(t) J e Jianlo—tra k(@) doy (¢ _ g) da.
0

Si a més suposem que el recurs té una dinamica rapida i que esta en un estat

quasiestacionari (i. e. E'(t) = 0), llavors podem relacionar la poblaci6 total, que
) t

recordem que ve donada per P(t) = [ e li-a#(0-t+aE(@)dop(t — q) da, amb

el mateix recurs: ”

cP(t)

E(t) =

i aleshores (34) es redueix a una sola equaci6 de renovaci6

t r
b(t) :J BO (t_T’C};rT> efﬁu(a'*'r,m)da'b(_r)d_r’
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que és equivalent a I'equaci6é de renovacié del model no lineal de Gurtin i
MacCamy (19) amb funcions B i yu adequades.

Certament, I’exemple anterior és prou senzill per a poder-lo tractar directa-
ment utilitzant la formulacié amb equacions en derivades parcials. No obstant
aixo, quan els estats dels individus son més complicats (vegeu, per exemple [30]
i [18] on els individus estan estructurats per la mida i [8] on es té en compte la
concentracio intracellular d'una proteina), llavors la formulaci6 amb retard no
només ens ajuda a plantejar el model en termes de propietats basiques dels
individus, sin6 que també ens permet fer una analisi més rigorosa sobre el
comportament asimptotic de les solucions entorn dels estats estacionaris.
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